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Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Die Grundlage allen Rechnens in der Neuzeit ist die
Stellenwertschreibweise von Zahlen.

Die alten Griechen
kannten keine 0

Die Romer
kannten keine 0

LEUPHANA Wie rechneten die Romer?




Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Nicht stellenwertiges Zahlensystem —
z.B. das Rémische

Zeichen | \% X L © D M @
Wert 1 5 10 50 100 500 | 1.000 | 5.000 | 10.000

MDCCCCLXXXIII (1984)
M + (D + [CCCC |+|L + (XXX [+ (1IN
1*1000(+ (1*500| |4*100| [1*50| [3*10 4*1

MCMLXXXIV (1984)
M +|CM +|L + XXX |+ ][IV
1*1000 |+|(1*100)-| [1*50| [3*10 | |(1*1)-
(1*1000) (1*5)

® . .
rzurnana Stellenwert/Nichtstellenwert - Definition?

o

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Nicht-Stellenwert-System: Stellenwert-System:
MDCCCCLXXXIIII

1984
MCMLXXXIV Tausen’der/' " Einer
Es gibt keine feste Stelle der Hunderter ~ Zehner
Zahl-Zeichen in Bezug auf
lhren Wert Zahl-Zeichen haben einen

feste Werte-Stelle

Das Stellenwert-System basiert auf der 0!

ngg%éw; Aber woher kommt die Null “0”

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Das Zeichen “0”
kommt aus der arabisch-indischen Welt des Mittelalters

Europaisch 0O/ 1(2|3[4|5|6|7|8|9

VIiALAQ

~
0O
—

Arabisch-Indisch Y Y Y

Die indischen Ziffern werden erstmals mit dem Werk ,Uber das
Rechnen mit indischen Ziffern“ (um 825) von Al-Chwarizmi (Nach
seinem Namen kommt das Wort ,Algorithmus®) verbreitet.

»Algoritmi de numero Indorum* (13. Jh)

®
7 LEUPHANA Was “ist” die “0”...

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

* Die “0” ist nicht einfach nur nichts, trotz:
(0=0).

e Sie besetzt eine Stelle in einer Zeichenreihe von Zahlen (0...
01001100)

e Wahrend das romische Zahlensystem fiir jeden Zahlenwert ein
eigenes Zeichen hat, erlaubt die “0” die Veranderung von Werten
von Zahlenzeichen, ohne das Zeichen zu dndern. (1 = 10)

/

Mathematik-Historiker Brian Rotman
vermutet, dass die “0” als “Stelle” erst nach
der Einflhrung der “Zentral-Perspektive" in
die darstellenden Kiinste in die Mathematik
integriert werden konnte...

i

@
LEUPHANA der so genannte Fluchtpunkt...




Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Vries, Hans Vredeman de (1605): Perspective

o LEUPHANA

Was sind Eigenschaften der “0”??

W. Hagen - Digitales Rechnen,- , Turing Maschine* - ,von Neumann Prinzip*

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

¢ Die Null hat einige mathematische Besonderheiten:

0+0 =0 .
045 =5 5
0-5 = -5 E
5*0 =0 5
5/0 = | Durch “0” dividieren ist “nicht definiert” E
0*s =10
05 =0 g
50 =1 F
10 1 2
o =0 H
00 = 1(Y) | “Exponentenregel”: xn/xn=x(n-n=x0=1 \%’
VO =0 é
02 =0 s
o3 =0 5
01/0 = ?? | Ote Wurzel aus 0 - nicht definiert... | ;

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Stellenwertsystem

Zahlensystem, bei dem die (additive) Wertigkeit eines
Symbols von seiner Position abhangt.

ze b + ... +zno bo

b = Basis (Grundzahl, Radix) | b >= 2...
bi-0 = Exponent an der Stelle | i=0..
z,€eZ={01, ..., b-1}

" -
LEEERANA

Am Beispiel des Dezimal-Systems..

W. Hagen - Digitales Rechnen,- , Turing Maschine* - ,von Neumann Prinzip*

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Stellenwertsystem

0
zy® b+ ... +znob

Dezimal: b=10 | z=0 ..(b-1)

z=0..9 b=10

Stelle 3 Stelle 2 Stelle 1 Stelle O

1*10A3 9*1072 8*1071 4*1070 = 1984
1000 900 80 4 = 1984

W. Hagen - Digitales Rechnen,- ,Turing Maschine” - ,von Neumann Prinzip*

®
Levpaana  Am Beispiel des “Hexadezimal”-Systems




Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Stellenwertsystem Stellenwertsystem

+ +
zoob +znob zoob +znob

Hexa-Dezimal: b=16 |z =0 ..(b-1) Bindr: b=2 | z=0 ..(b-1)

z=0..9,A..F b=16 z=0..1 b=2
7*¥1672 C*1071 0*107 = 7CO 1*2A 1*2A 1*2A 1*2A = 1111
1792 192 0 = 1984 8 4 2 1 =15
13 ® P ) ® " “ ”
3 LEUPHANA und nun das “Bindr”-System 14 LEUPHANA wir brauchen mehr “Stellen”...
Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Stellenwertsystem
[1792] [192] [1984]
Zosbrt .. 4z 0D Hexadezimal : 7x162 + Cx16'+ 0x16° = 7CQ
Bindr: b=2 ] 220..(o-1) 1111 1000 0000
“Nibble”
2=0.1 b=2
Wolo Ts e Iy Iwe es e ovs 0z 0 00 - Uil In der Computerinformatik stellen wir deshalb
) Zahlenwerte in Hexadezimalzahlen dar, weil sie sehr
gut auf “Nibble”, d.h. auf Vierergruppen von Bitfolgen
Wie spricht man: “11111000000”?? darstellbar sind
15 LEUPHANA Was soll das “Hexadezimale”?? 16 LEUPHANA und seit wann gibt es das Dualsystem?




Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Das binare Zahlensystem
in einem ersten Entwurf von Gottfried Wilhelm Leibniz, 1697

ok T : e :
‘ Schon fir Leibniz ist das 0-Exponenten-Regel klar:
to e
ol T - 23
toco 8 S
{0000 o
100000 32 7’&
1000067 & 2;
lopoooco i;G 4
looooogoot [ s
GoL000 2°
ul)uoooooooo \11024— Z
17 ngg}&gg Weiter gehts: binar rechnen...

Addition:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg
0 + 0 = 0 -
0 + 1 = 1 -
1 + 0 = 1 _
1 + 1 = 0 1
® '—"595‘%@3&!9 Ein Beispiel..

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Addition:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg
0 + 0 = 0 S
0 + 1 s 1 o
1 + 0 = 1 S
1 + 1 = 0 1
Beispiel

1 1 0 1
+ 0 1 0 1
Ub

19 Lg:};xix@}gﬁ 1+ 1ist.

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Addition:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg
0 + 0 = 0 -
0 + 1 = 1 =
1 + 0 = 1 -
1 + 1 = 0 1
Beispiel:
1 1 0o 1
+ 0 1 0o 1
Ub
0

@ .
LEUPHANA Aber Achtung: Ubertrag!!!








Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Addition: Addition:
Rechen-Regeln Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg Erg | Ubtrg
0 + 0 = 0 = 0 + 0 = 0 -
0 T 1 = 1 - 0 1 1 = 1 =
1 + 0 = 1 = 1 + 0 = 1 =
1 + 1 = 0 1 1 + 1 = 0 1
Beispiel: Beispiel:
1 1 0 1 1 1 0 1
+ 0 1 0 1 + 0 1 0 1
Ub 1 Ub !
0 1 0
iy ® . ® '
LEUPHANA Also jetzt 0+1 =... 22 LEUPHANA Weiter gehts 1+1 ...
I—
Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Addition: Addition:
Rechen-Regeln Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg Erg | Ubtrg
0 + 0 = 0 = 0 + 0 = 0 =
0 + 1 = 1 = 0 + 1 = 1 =
1 + 0 = 1 - 1 + 0 = 1 =
1 + 1 = 0 1 1 + 1 = 0 1
Beispiel: Beispiel:
1 1 0 1 1 1 0o 1
+ 0 1 0 1 + 0 1 0 1
Ub 1 Ub 1 1
0 1 0 0 1 0
® " ® .
23 LEUPHANA Und dann der Ubertrag... 24 LEUPHANA Und wieder 1+1 ...












Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Addition:

Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg |
0 + 0 = 0 - 4
0 1 1 = 1 -
1 + 0 = 1 B 1
1 + 1 = 0 1 d
Beispiel: :
1 1 0o 1 |
+ 0 1 0 1 f]
Ub 1 1 1 1
0 0 1 0 1

°° ’-"593%&1!9 0+1 ist dann..

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Addition:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg
o | +] o = | o - 1
o | + | 1 = 1 - 7
1 + 0 = 1 -
1| o+ 1 = 0 1 |
Beispiel: ]
E |
1 1 0 1 ]
+ 0 1 0 1
Ub 1 1 1
0 0 1 o0 |
25 Lg}{(?%lé;lgﬁ Und wieder der Ubertrag...
Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Addition:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg .
0 + 0 = 0 - £
o | + ] 1 = 1 -
1 [+ ] 0 = |1 -
1 + 1 = 0 1
Beispiel: :
1 1 0 1 ;
+ 0 1 0 1
Ubh 1 1 1
1 0 0 1 0
® : )
27 LEUPHANA Und so sieht’s dezimal aus:

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Addition:

Rechen-Regeln _
Erg | Ubtrg .
0 + 0 = 0 =
0 + 1 = 1 - %
1 + 0 = 1 - :
1 + 1 = 0 1 2
Beispiel: :
1 1 0 1 £13
+ 0 1 0 1 25 ;
Ub 1 1 1 i"
1 0 0 1 0 =18

28 z.g‘sgg?aygﬁ Nun zur Subtraktion...












Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg N
0 = 0 = 0 -
o | - 1 = 1 1
1 - 0 = 1 -
1| - 1 = 0 -
29 ® i ispi
LEUPHANA Auch hier Beispiel...
Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg N
0o | - 0 = 0 -
o |- | 1 = |1 1
1] -] o = 1 | -
1 = i = 0 =
Beispiel: :
1 1 0 1
- 0 -1 0 -1
Ub
0
31 ngyiﬁgg 0 minus O ...

Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg .
0 - 0 = 0 -
o | - 1 = 1 1
1 [ - 0 = 1 -
1| - 1 = 0 -
Beispiel: E
1 1 0 1
- 0 -1 0 -1
Ub
* LmvmmANA 1-1ist..
Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg .
o | - 0 = 0 -
o | - 1 = 1 1
1] -1 o - [ 1| -
1 - 1 = 0 -
Beispiel: :
1 1 0 1
- 0 -1 0 -1
Ub
0 0
32 Ll\lsggﬁf-l@}gﬁ 1 minus1..












Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg )
0 = 0 =} 0 - i
0 = 1 = 1 1 ;
1 - 0 = 1 - =
1 = 1 = 0 - o
Beispiel: ;
1 1 0 1 ’
- 0 -1 0 -1
Ub
0 0 O g
33 LF}L‘,’%&H{* 1 minusO...

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg .
0 | - 0 = 0 -
o | - | 1 = 1 1
1] - 0 = 1 - E
1 s 1 = 0 - 2
Anderes Beispiel: :
1 1 0 0 1 ;
- 1 0 -1 0
Ub
35 Lg;}g?%lﬁlgﬁ 1-0

Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg .
0 | - 0 = 0 - £
0 - 1 = 1 1 g
1 - 0 = 1 - F
1 = 1 = 0 - e
Beispiel: E
1 1 0 1 213 .
- 0 -1 0 -12-5 2
Ub -
1 0 0 0 28 £
34 Lg:gg%@}}!ﬁ Kein Ubertrag, also anderes Beispiel...
S —.
Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg N
0o | - 0 = 0 -
o | - 1 = 1 1
1| -] o = 1 -
1 = 1 = 0 o é
Anderes Beispiel: :
1 1 0 0 1
- 10 -10
Ub
1
* "‘?H‘,’?*é‘?ﬁ 0-1












Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg N
0o | - 0 - 0 - £
o | - 1 = 1 1
1 - 0 = 1 - E
1 - 1 = 0 - :

Anderes Beispiel:

1 1 0 0 1

Turing Mas

- -1 0 -1 0
Ub -
1 1 g
®
o LEUPHANA Aber Achtung:

T —
——
Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Subtraktion:

Rechen-Regeln _
Erg | Ubtrg .
0 - 0 = 0 -
o | - | 1 - [ 1 | 1
1| - 0 = 1 -
1 = 1 = 0 = e
Anderes Beispiel: :
1 1 0 0 1
- -1 0 -1 0 :
Ub -1
1 1 1

39 LEH?%:A@A Achtung...

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg N
o | - 0 = 0 - £
o | - 1 = 1 1
1 - 0 = 1 - E
1 - 1 = 0 _ .

Anderes Beispiel:

1 1 0 0 1

Turing Maschir

Rechnen,-

) 1 0 -1 0 ,,
Ob 1
1 1

38 LE‘Q?%?}}E‘!‘

0-1
——————————————

— !
Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg .
o | - 0 = 0 -
o | - 1 = 1 1
1| - 0 = 1 -
1 = 1 = 0 = 2

Anderes Beispiel:

1 1 0 0 1

iring Ma:

'
'
[ay
o
'
[y
o
Rechner

Ub 101
1 1 1
D
40 LEUPHANA 1-1=0,0-1..
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Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg N
o | - 0 = 0 -
0 = 1 = 1 1 g
1 - 0 = 1 -
1] - 1 = 0 - :

Anderes Beispiel:

1 1 0 0 1

Turing Mas

- -1 0 10
Ub -1 -1
1 1 1 1
1 L%}L?%éﬁﬁ Achtung...

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg o
o] -] o = [ o | -
o |- | 1 = |1 1
1] - 0 = 1 -
1 - 1 = 0 - 2
Anderes Beispiel: :
1 1 0 o0 1 ;
- 1 0 -1 0
Ob -1 -1 -1
o 1 1 1 1

®
43 LEUPHANA in Dezimal ...

L —
Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Subtraktion:
Rechen-Regeln
Erg | Ubtrg .
o | - 0 = 0 - £
0o | - 1 = 1 1
1] - 0 = 1 -
1| - 1 = 0 - :
Anderes Beispiel: 5
1 1 0 0 1 :
; 1 0 -1 0

Ob -1 -1 -1
1 1 1 1

W. Hagen — Digitales Rechnen

® )
42 LEUPHANA 1 minus1..

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Subtraktion:

Rechen-Regeln _
Erg | Ubtrg .
0 - 0 = 0 -
o | - | 1 = [ 1 | 1
1 - 0 = 1 - :
1 = 1 = 0 = 2
Anderes Beispiel: :
1 1 0 0 1 225
- 1 0 -1 0 2-10
Ub -1 -1 -1
0o 1 1 1 1 215

44 L‘\?H»??*élﬁﬁ Die Multiplikation...












Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Multiplikation: Problem:
In Computern kann kein ,Minus-Zeichen® implementiert
werden!
4 X 5
1 0 0 x 1 0 1
1 0 O
0O O
1 0
1 0 1 0 O £ 20
Loésung:
Subtraktion per Addition —,,Zweierkomplement”
45 ® , ) ®
LEUPHANA zuriick zur Subtraktion... 46 LEUPHANA Und so gehts...
Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Das Einer-Komplement
Der Weg zum ,Zweierkomplement* ...
Man bildet das sogenannte Einerkomplement, indem man jede Zahl
durch ihr Gegenteil ersetzt ...
* Erst “Einer-Komplement” bilden, ... also die 0 durch die 1 und die 1 durch die 0.

¢ dann “Zweier-Komplement” bilden...

01011010 wird zu 10100101
11101101 wird zu 00010010

@ .
48 LEUPHANA und nun das “Zweier-Komplement”...

® .
47 LEUPHANA und so lduft’s






Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Das Zweier-Komplement

Das Zweierkomplement entspricht dem Einer-Komplement, nur wird zusatzlich noch
00000001 addiert.

01011010 (90) wird im Einer-Komplement zu
10100101 (165) im Zweier-Komplement zu
10100110 (166)

11101101 (237) wird im Einer-Komplement zu
00010010 (18) im Zweier-Komplement zu
00010011 (19)

49 LE ;
UPHANA

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Zweier-Komplement Rechnung

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Zweier-Komplement Rechnung

1 0 0 1

Ub

®
LEUPHANA Und jetzt umkehren:

- -1 0 -1 0

Ub
- ® ; .
50 reveuaana  fiillen mal den Subtrahend zum 8-Bit auf

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Zweier-Komplement Rechnung
1 0 1

- 1 1 1 1 0 1

Ub
52 LEUP()?{ANA 1 aufaddieren...




Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Zweier-Komplement Rechnung

Ub 1

LEUP%IANA 1+1=0,0+1=1, Ubertrag!

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Zweier-Komplement Rechnung

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Zweier-Komplement Rechnung

Rk, P R

LEUPHANA

D
LEUPHANA

1 1 0 0 1
- 1 1 1 1 1 0 0 1
Ub 1 1
- 1 1

LEUPQEIANA und weiter gehts...
Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Zweier-Komplement Rechnung

1 0 0 1
- 1 1 1 1 1 0 0 1
Ub 1 1
- 1 1 1 1




Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Zweier-Komplement Rechnung

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Zweier-Komplement Rechnung

LEUPHANA

1 1 0 0 1
- 1 1 1 1 1 0 1 0 1
Ub 1 1 1
- 0 1 1 1 1

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Zweier-Komplement Rechnung

1 0 0 1
- 1 1 1 1 1 0 0 1
Ub 1 1 1 1 1
- 0 0 0 1 1 1 1

D
LEUPHANA

1 1 0 0 1
- 1 1 1 1 1 0 0 1
Ub 1 1 1 1
- 0 0 1 1 1 1

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen
Zweier-Komplement Rechnung

1 0 0 1
- 1 1 1 1 1 0 0 1
Ub 1 1 1 1 1 1
- 0 0 0 0 1 1 1 1




Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Zweier-Komplement Rechnung

1 1 0 0 1
- 1 1 1 1 1 0 1 0 1
Ub 1 1 1 1 1 1
- 0 0 0 0 0 1 1 1 1
61 LEUP%ANA Und nun die dezimale Sicht...

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Zweier-Komplement Rechnung

1 1 0 0 1 £25
- 1 1 1 1 1 0 0 1 #£-10
Ub 1 1 1 1 1 1
- 0 0 0 0 0 1 1 1 1 215

62 LEUPHANA

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Zweier-Komplement
nennt man das Verfahren, negative Zahlen im
Dualsystem darzustellen.

Dabei werden keine zusatzlichen Symbole
wie + und - bendgtigt.

Dies ist vor allem wichtig fiir Computer, die mit

Schaltungen arbeiten, die nur die Werte 0
oder 1 annehmen kénnen.

B
LEUPHANA

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Resume:
Wir kdnnen ein binares Rechenwerk konstruieren, in dem alle

Grundrechenarten binar mit Hilfe von Additionen durchgefiihrt werden
kénnen.

0 000 OT1TO
1: 12 1. 12 1.1 O O
0 00O OOTO

Multiplikation:
Division

x 5
x 1 0 1 20 4

oo o

64 LEUPHANA Wie wird das “geschaltet”?




Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Binares Rechnen im Computer

wird realisiert durch “Logische Schaltungen”

Die beiden Ziffern 0 und 1 kdnnen mit den beiden Werten flr
logische Aussagen ,falsch® und ,wahr” identifiziert werden.

Logische Schaltungen sind elektronisch
einfach, lassen sich mit mit einer geringen
Zahl von Bauelementen sicher und
kostengulinstig bauen.

® ;
LEUPHANA Ioglsches “Und” ...

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

Logisch ,Und* +6V
a b aundb
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Beide Aussagen mussen in einer UND-Beziehung
»wahr sein“(=1): Konjunktion, AND-Gatter

® .
66 LEUPHANA Logisches “Oder”

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

: . +6V
Logisch ,Oder °
10K
a b aoderb A
2N2222
0 0 0 typ.
0 1 1 10K
1 0 1 B
1 1 1 Out
—O

Eine Aussage muss in einer Oder-Beziehung ,wahr sein“(=1):
Disjunktion, OR-Gatter

® .
67 LEUPHANA Exklusives “Oder”...

Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

+6V
Logisch ,Exklusives Oder*

a ,oder”
a b b n
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0 s

Beide Aussagen muissen in einer Oder-Beziehung
(»wahr(1) und ,falsch®(0)) zutreffen: Ausschlielende
Disjunktion, Kontravalenz, XOR-Gatter

68 Alles dies wird in Form von “Integrierten Schaltungen” (ICs) realisiert




Rechnen (und Schalten) mit Binarzahlen

“Moore’sche” Gesetz

CHIP COMPLEXITYI
10000
m e 1l 2N
g > 1 billion !} St .\;
— ) N S N S S MK S0 PRP s %
s o 40 I
&, * Pt ‘
- * s 3 ,’/
g A RE D
g 100 + b b ""' Eman "'3;7"' """"" '
) o [ ¢ *
= ; L L
‘3 04— |- o 3 ’.’.‘._ _3__ __________________ L L
2 2SI MK t
£ ~¥*38s
- *4
o - —
1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014

Alle 2 Jahre verdoppelt(e) sich die Transistor-Dichte auf einem Chip

® . o
69 LEUPHANA Mehr dazu in der “Silizium”-Vorlesung

Agenda

“Hilberts Hotel”

70 LEUPHANA

Grundlagen-Probleme der Mathematik

David Hilbert

... (1862-1943) war ein deutscher
Mathematiker. Er gilt als einer der
bedeutendsten Mathematiker der
Neuzeit.

In einer Rede auf dem internationalen Mathematikerkongress
in Paris im Jahre 1900 listete er 23 ungel6ste
mathematischen Probleme auf, die die mathematische
Forschung des 20. Jahrhunderts wesentlich beeinflusste.

7 LevPHANA  Wir kdnnen nicht alle, aber drei diskutieren

Grundlagen-Probleme der Mathematik

Ein paar Probleme aus Hilberts Liste "

Hilberts 6. Problem
Fragestellung: Wie kann die Physik axiomatisiert werden?
Lésung: Unbekannt.

Hilberts 8. Problem
Fragestellung: Ist jede gerade Zahl groRer als 2 als Summe zweier
Primzahlen darstellbar? Losung: Unbekannt.

Hilberts 2. Problem
Fragestellung: Sind die arithmetischen Axiome widerspruchsfrei?
Lésung: ??

®
2 veuvpHAN Flr die Computer-Entwicklung entscheidend:




Grundlagen-Probleme der Mathematik

Hilberts Traum war es, eine widerspruchsfreie
Mathematik zu konstruieren, die ihre
Widerspruchsfreiheit vollstandig aus sich selbst heraus
begrinden kénnte.

Ein schéne Probe auf eine mathematische
Widerspruchsfreiheit ist die Frage, ob man unendliche
Mengen (Zahlen, Machtigkeiten) ,konsistent” aufzahlen

kann ....

Ein klassisches Beispiel dafiir ist bekannt

unter ,Hilberts Hotel“
[Das Prinzip stammt allerdings vom Begrunder der
Mengenlehre, Georg Cantor (1845-1918)]

®
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“Hilberts Hotel” (Abzahlbarkeit / Uberabzéhlbarkeit)

Hilberts Hotel ist unendlich gross und hat unendlich viele
Zimmer, die mit unendlich vielen Menschen belegt sind.

Da kommt noch ein Gast!

Findet er Platz und wenn ja, wie?

®
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“Hilberts Hotel” (Abzahlbarkeit / Uberabzéhlbarkeit)

Die Lésung: Jeder Gast riickt ein Zimmer weiter, und
der Neuankémmling zieht in Zimmer Nr. 1 ein

“Hilberts Hotel” (Abzahlbarkeit / Uberabzéhlbarkeit)

Prinzip der “Abzahlung” der Unendlichkeit:
Die Eins-zu-Eins-Abbildung einer Menge auf eine
andere (—> “Erfindung” der Mengenlehre)

@
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“Hilberts Hotel” (Abzahlbarkeit / Uberabzéhlbarkeit)

Jetzt kommt ein unendlich grosser Bus, vollgepackt mit
unendlich vielen Leuten.....

e g
- |6EE
irous ] !

_EE VACANCIES 5 g E@

Finden die auch Platz? Und wenn ja, wie?

7
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W. Hagen — Digitales Rechnen,- , Turing Maschine* - ,von Neumann Prinzip’

“Hilberts Hotel” (Abzahlbarkeit / Uberabzéhlbarkeit)

W. Hagen - Digitales Rechnen,- , Turing Maschine® - ,von Neumann Prinzip

“Hilberts Hotel” (Abzahlbarkeit / Uberabzahlbarkeit)

Nun kommen ein unendlich viele Busse, jeweils
vollgepackt mit unendlich vielen Leuten

Finden auch die noch Platz? Und wenn ja, wie?

79
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W. Hagen - Digitales Rechnen -, Turing Maschine® - ,von Neumann Prinzip*

“Hilberts Hotel” (Abzahlbarkeit / Uberabzahlbarkeit)

Lésung in 2 Schritten:

Erst mal alle Zimmer freimachen, die
ungerade Zimmernummern haben und
diese Bewohner auf Zimmer schicken,
die ,gerade”“ Nummern haben (also
durch 2 teilbar sind)

LEUPHANA

80

W. Hagen - Digitales Rechnen,- , Turing Maschine* - ,von Neumann Prinzip*












“Hilberts Hotel” (Abzahlbarkeit / Uberabzahlbarkeit)

Lésung in 2 Schritten:

a) ;) . 392781,
15 us 31,32,33, 34 ..
2> 4 5,25, 125, 625, ...
356 Bus 2 5152, 53 54, .
oo 7,49, 343, 2401, ...
n=2n Bus3 7172 73 74

Jetzt moglich: Jeder Bus erhalt
X X+l . . .
p = p eine Primzahl und seine
n n+l Potenzen als Zimmernummer.
(Primzahl-Unendlichkeits-

Beweis: Euklid)
00 * 00 =00

81
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“Hilberts Hotel” (Abzahlbarkeit / Uberabzéhlbarkeit)

OO+1=OO
o0 4+ o0 = o0
(0.0

o0 * o0

Es sind die ,gleichen” Unendlichkeiten — oder auch die
~gleich machtigen“ Unendlichkeiten, - genannt Aleph 0

82
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Grundlagen-Probleme der Mathematik

Es sind die ,gleichen” Unendlichkeiten — oder
auch ,gleich méachtige* Unendlichkeiten (genannt
Aleph 0). X,

Eine solche Unendlichkeit ist abzahlbar z.B.
durch eine vollstandige Bijektion folgender Art:

Georg
Cantor

,2,3,4,56... }

i\\\\>

100, 200,300,400, 500, 600... }

® 83
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Grundlagen-Probleme der Mathematik

Georg Cantor ...

.. bewies, dass die Menge der natirlichen
Zahlen {1,2,3,4,56... }

Georg
Cantor

... der Menge der rationalen Zahlen (Briiche) aquivalent
ist.

Verfahren: Der Diagonalisierungs-Beweis.

(Dieses Beweis-Verfahren fuhrt uns zur Turing-Maschine...

... also zum logischen ,Urvater* des Computers ...)

D 84
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Grundlagen-Probleme der Mathematik

()]

BRlm—m W— N[—= =]
RN WIN N

3
1
3
2
3
3
3
4

... Cantors Matrix, die alle Briiche aufzahlt ...

LEUPHANA

Georg
Cantor
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Grundlagen-Probleme der Mathematik

... Und wie zahlt man nun diese Matrix ab?

Blm W— = ==
RN W NN =
DB WIW D w —w
I N CY NN B
BN I
Loy WIS R IO

LEUPHANA

Georg
Cantor
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Grundlagen-Probleme der Mathematik

1, A 3 4 5 6 17
1 T T T

2, L 2 3 4 5 6
2 2\ 2 2 2 2

3, 12 4 3 ¢
3003 303 3

s L2 ¢ 2 6
4 4 A 4 4

... Die Abzahlung der (in den Briichen enthaltenen)
ganzen Zahlen lauft diagonal mit der Zeilenzahl ...

LEUPHANA
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Grundlagen-Probleme der Mathematik
... Die Abzahlung der Briiche lauft andersherum ...

3, 4

R W W W
Laloy WIS Rjy —IO

BNV N SR N
TSN AV N SRV R R

{ 123,4,56,7,8910,11,12,13... }

LEUPHANA
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Grundlagen-Probleme der Mathematik
... Die Abzahlung der Briiche lauft andersherum ...

4

— |

N N R A
N T A N SRR
L nle Wl wje =S

{/f,2(3,4é:6,1,8;9:f0,11,12,13... }

Ergebnis:

Georg
Cantor

Die Zahl der unendlichen positiven Briiche ist durch die natlrlichen

Zahlen vollstandig abzahlbar...

LEUPHANA
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Grundlagen-Probleme der Mathematik

... Und nun eine Matrix von reellen Zahlen ...

0o , 0 0 1 1
, 0 0O 1 O
1 1 0 0 1 G%Zr?t‘or
, 1 0 1 1 0 1
1 0 0 O 1 0 O

o O O O
O O =

... Vollstandig abzahlbar?

90
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Grundlagen-Probleme der Mathematik

S o © o O
—_— - O o O

S S O = =
S = = O

0, 00T1O0O0

Die (unendliche) Zahl, die sich aus der Links-Rechts-Diagonale
ergibt, ist durch kein Verfahren abzahlbar

LEUPHANA
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Grundlagen-Probleme der Mathematik

In einer unendlichen Reihe von reellen Zahlen kann durch das

1
0
1
1
0

S O O = =

Diagonalisierungs-Verfahren gezeigt werden, dass stets eine
neue Zahl erzeugt werden kann, die in der Reihe nicht
enthalten ist und also auch nicht abgezahlt werden konnte.

Reelle Zahlen sind also ,lUber“-abzahlbar oder ,transfinit”.

92
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Grundlagen-Probleme der Mathematik

D73k

I /_" 3 /, 5%
5( é )5 3 3 3
/2 4 \ 6 NO Jgde Zahl, die aus
A L 3.3 dieser
vz o3 3 6 Diagonale gebildet
/4 4 4 4 4 Wird,

Jede Zahl, die aus
dieser Diagonale
gebildet wird, ist eine

Ist nicht in der Liste
Nl enthalten
ganze Zahl /4

Agenda der Vorlesung:

Alan Turing und die ,Turing Maschine*
(Berechenbarkeit / Nicht-Berechenbarkeit)

94
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0 0 0. lged
0 010
0 0 0 1
0 . 1 0 1
0 1 00
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Alan Turing und die ,Turing Maschine*®
Das fiir die Computergeschichte F‘

entscheidende Problem
aus Hilberts Liste:

Hilberts 2. Problem
Fragestellung: Sind die arithmetischen Axiome widerspruchsfrei?
Lésung: [Alan Turing wird einen, allerdings, negativen Beweis liefern...]

Wer ist Alan Turing und wie geht sein Beweis, dass eine widerspruchsfreie

95 Begriindung der Mathematik nicht méglich ist?

96

5'23”

Alan Turing und die ,Turing Maschine*

He invented the concept of the stored programmed computer

D . ;
LEUPHANA Resiimee von ein paar Kernaussagen...




Alan Turing und die ,Turing Maschine®

ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO
THE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

By A. M. TurING.

[Received 28 May, 1936.—Read 12 November, 1936.]

Turing Ideen tiber Rechenmaschinen im Jahr 1935 entstanden, als er ein
tiefes und verborgenes Problem in den Grundlagen der mathematischen
Logik zu I6sen versuchte, - Hilberts ,,Entscheidungsproblem®.

Um die Jahrhundertwende 1900 hatte der deutsche Mathematiker David
Hilbert gefragt: ‘Ist die Mathematik entscheidbar? Gibt es eine definitive
Methode, die im Prinzip auf jede Behauptung angewandt werden kann und
die richtige Entscheidung garantiert, ob die Behauptung wahr ist?’

® .
97 LEUPHANA Was heisst “Methode”?

Alan Turing und die ,Turing Maschine*

ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO
THE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

By A. M. TurixG.

[Received 28 May, 1936.—Read 12 November, 1936.]

Turing eine unwiderlegbare ‘Methode’, - dabei er geht zweistufig vor.

Im ersten Schritt erfindet er eine Maschine, die “Entscheidungen” trifft.

Im nachsten Schritt priift er, ob die Entscheidungen, die diese Maschine trifft,
durch eine weitere Maschine des gleichen Typs Gberprift werden kann. Er
beweist: Nein, unmaoglich!

® .
98 LEUPHANA Noch einmal anders gesagt:

Alan Turing und die ,Turing Maschine*®
ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO
THE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM
By A. M. TurING.

[Received 28 May, 1936.—Read 12 November, 1936.]

Turing bewies, dass eine simple Maschine, auf stellenwertiger
Schreibweise basierend, in der Lage ist, jede denkbare
mathematische Berechnung vorzunehmen, sofern diese

Berechnung durch einen Algorithmus reprasentiert werden
kann.

99
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LEUPHANA und was ist der Zweck der Ubung?

Alan Turing und die ,Turing Maschine*

ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO
THE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM

30”

its purpose, which is not the same as its ultimate influence
} 4 =

[\

Sein Aufsatz sollte zeigen, dass eine bestimmte Aufgabe unmaglich ist, aber das ist
sehr schwer zu machen und zu verstehen. Die meisten Leute wiirden denken, dass
wenn Leute versucht haben, etwas zu tun und dann gescheitert sind, es zur Geniige
zeigt, dass es unmoglich war, was sie versuchten. Aber das ist nicht der Fall. Es konnte
ja eines Tages jemand kommen und zeigen, wie’s geht. Was Alan demonstrieren
wollte und was ihm zu demonstrieren gelang, war, dass eine bestimmte Aufgabe
niemals durchgefiihrt werden kann.

100 Also ein Negativbeweis! - Aber erstmal: wie funktioniert die Maschine...








Die Turing - Maschine

Bestandteile der Turing-Maschine:
1: Ein Band mit Kastchen

2: Ein Lese- und Schreibkopf tber einem Kéastchen

3: Ein Anfangs-Zustand von 1. und 2.

4: Ein Set von 5 Kodes aus Daten und Anweisungen

Nummer der
Anweisung - L S R -
_ —_ 1 SN Nummer der
Zeichen, das Zeichen, in das das Kopf- néchsten
gefunden werden  Gefundene geandert Richtung  Anweisung
soll Werden soll L,R,-
101
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Die Turing - Maschine

Bestandteile der Turing-Maschine:

Diese beiden Items bilden gemeinsam den
so genannten
“Status” der Maschine

Nummer der
Anweisung | A L

Zeichen, das

gefunden werden
soll

<
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Die Turing - Maschine
Bestandteile der Turing-Maschine:
1: Ein Band mit Kastchen

2: Ein Lese- und Schreibkopf tiber einem Kastchen

NN IENEEEEEEEEEEEE

3: Ein Anfangs-Zustand von 1. und 2.

HENI A INERNNNEEENEEEE

4: Ein Set von 5 Kodes aus Daten und Anweisungen

Nummer der
Anweisung | A L S R N
: —_— _/ S~ Nummer der
Zeichen, das Zeichen, in das das Kopf- nachsten
gefunden werden  Gefundene geandert Richtung  Anweisung
soll Werden soll LR,-
& ®
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Die Turing - Maschine
Bestandteile der Turing-Maschine:
1: Ein Band mit K&stchen
2: Ein Lese- und Schreibkopf tiber einem Kastchen
3: Ein Anfangs-Zustand von 1. und 2.
4: Ein Set von 5 Kodes aus Daten und Anweisungen
Nummer der
Anweisung -1 A L S R N
. — / Nummer der
Zeichen, das Zeichen, in das das Kopf- T e
gefunden werden  Gefundene gedndert  Richtung Anweisung
. soll Werden soll LR,-

LEUBRANA Dann mal ein Beispiel...




Die Turing - Maschine

Die Turing - Maschine

Beispielaufgabe: Verwandle ,mann® in ,frau“ und vice versa

nin| [ffefalol DL

mb]

0 1
1 2
2 3
3 .
4 5
5 6
6 7
Die Anweisungen
7 8 des Algorithmus
8 9
1 9 H Lgu?%AyA Konkretes Beispiel...
Die Turing - Maschine
Beispielaufgabe: Verwandle ,mann*in ,frau® und vice versa
L el (flelalel DD
0 m f r 1
1 a r r 2 Lies ,a“ schreib ,r, Kopf 2, Gehe zu Anw. 2
2 n a r 3
3 n u r 4
4 |/ r 5
5 f m r 6
6 r a r 7
7 a n r 8
8 wu n r 9
1)9 —_ ! r H

LEUPHANA

0 m f r Lies ,m*, schreib ,f“, Kopf 2, Gehe zu Anw. 1
1 a r r 2
2 n a r 3
3 n u r 4
4  / r 5
5 f m r 6
6 r a r 7
7 a n r 8
8 wu n r 9

® - ! r H LEUSSANA Wir gehen zu Anweisung 1

Die Turing - Maschine

Beispielaufgabe: Verwandle ,mann*in ,frau” und vice versa

BERREGE D ROGENEREERER
0 m f r 1
1 a r r 2

2 n a r 3 Lies ,n*, schreib ,a“, Kopf 2, Gehe zu Anw. 3
3 n u r 4
4  / r 5
5 f m r 6
6 r a r 7
7 a n r 8
8 u n r 9
@ - b or H LEUBSHANA




Die Turing - Maschine

Beispielaufgabe: Verwandle ,mann“ in ,frau“ und vice versa
p—

Die Turing - Maschine

Beispielaufgabe: Verwandle ,mann® in ,frau“ und vice versa

LTl Jeealu TTTT T

HERRLEE B NGO EEREREE
0 m f r 1
1 a r r 2
2 n a r 3
3 n u r 4 Lies ,n* schreib ,,u”, Kopf 2, Gehe zu Anw. 4
4 |/ r 5
5 f m r 6
6 r a r 7
7 a n r 8
8 u n r 9
@ - !t r H Lmurhana
Die Turing - Maschine
Beispielaufgabe: Verwandle ,mann*in ,frau® und vice versa
BERREEDOY O IBNERRRRER
0 m f r 1
1 a r r 2
2 n a r 3
3 n u r 4
4 r 5
5 £ m r 6 Lies ,f“, schreib ,,m“, Kopf =, Gehe zu Anw. 6
6 r a r 7
7 a n r 8
8 u n r 9
S _ ! r H

LEUPHANA

0 m f r 1
1 a r r 2
2 n a r 3
3 n u r 4
4 B / r 5 Lies ,, “, schreib ,,/“ Kopf =, Gehe zu Anw. 5
5 f m r 6
6 r a r 7
7 a n r 8
8 wu n r 9
9 _ ! r H roiana
Die Turing - Maschine
Variante: Verwandle ,mann® in ,frau” und vice versa
LTl alul e Ll T T
0 m f r 1
1 a r r 2
2 n a r 3
3 n u r 4
4  / r 5
5 f m r 6
6 r a r 7 Lies ,r“ schreib ,a“ Kopf =, Gehe zu Anw. 7
7 a n r 8
8 u n r 9
Q2 - b r H LEUBSHANA




Die Turing - Maschine

Beispielaufgabe: Verwandle ,mann“ in ,frau“ und vice versa

ERRRGRRNRSE B RRREEEE

Die Turing - Maschine

Beispielaufgabe: Verwandle ,mann® in ,frau“ und vice versa

LTIl lalulAmfa[u ] TTTTTT]

0 m f r 1
1 a r r 2
2 n a r 3
3 n u r 4
4 |/ r 5
5 f m r 6
6 r a r 7
7 - - E 8 Lies ,a“ schreib ,n“, Kopf 2, Gehe zu Anw. 8
8 u n r 9
Q2 - b r H Lmurhana
Die Turing - Maschine
Beispielaufgabe: Verwandle ,mann*in ,frau® und vice versa
BERRRERDORCEGE N INEREE
0 m f r 1
1 a r r 2
2 n a r 3
3 n u r 4
4 r 5
5 f m r 6
6 r a r 7
7 a n r 8
8 u n r 9
9 I r H Lies,_ " schreib ! Kopf -, H=Halt An

AAAAAAAA

0 m f r 1
1 a r r 2
2 n a r 3
3 n u r 4
4  / r 5
5 f m r 6
6 r a r 7
7 a n r 8
8 u n r 9 Lies ,,u”, schreib ,,n“, Kopf 2, Gehe zu Anw. 9
11? - ! r H LEUP%ANA
Die Turing - Maschine
Beispielaufgabe: Verwandle ,mann*in ,frau” und vice versa
|
ERRRERBOGARNE [ INEREE
0 m f r 1
Programm beendet

1 a r r 2
2 n a r 3 ) ) )
5 4 Eine Turing-Maschine hat dann

n M I den Beweis fiir die
4 _ / r 5 Berechenbarkeit eines Problems
5 f m r 6 erbracht, wenn Sie zu einem

HALT kommt.
6 r a r 7
7 a n r 8
8 u n r 9
QS _ | r H ®

AAAAAAAA Es kommt also auf den Algorithmus an...




Die Turing - Maschine

f[e alullmfa [ ] [T T

Die Turing - Maschine

Variante: Verwandle ,mann® in ,frau“ und vice versa

LTIl alul s e Ll TTTTT

----- Lies ,r* schreib ,a“ Kopf =, Gehe zu Anw. 7
8 u

n r 9

Il Ich habe ab hier

Anweisungs-Zeilen
verandert !!

11? - ! r H

®
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0 m f r 1
1 a r r 2
2 n la r 3 Programm beendet
3 n u r 4
4 _ |/ r 5
5 f m r 6
6 r a r 7 Es kann auch sein, dass Anweisungen
7 a n r 8 so geschrieben sind, dass eine Turing
8 u n r 9 Maschine NICHT zu einem HALT
9 _ 1 r H kommit....
117 ® i i i
LEUPHANA das zeige ich hier mal kurz...
Die Turing - Maschine
Variante: Verwandle ,mann“ in ,frau“ und vice versa
BERRRGGENAE B INRRERRER
0 m f r 1
a r r 2
2 n a r 3
6 r a r 7 Lies ,r* schreib ,a“ Kopf =, Gehe zu Anw. 7
7 a n r 8
7 n a r 8
8 u u L 7
8 u n r 9
H? —_ ! r H
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Die Turing - Maschine

Variante: Verwandle ,mann“ in ,frau“ und vice versa

—
L frlalul/miafalel D[ [
b

0 m f r 1

a r r 2

2 n a r 3
6 r a r 7
7 a n r 8 Lies ,a“ schreib ,n“, Kopf 2, Gehe zu Anw. 8
7 n a r 8
8 wu wu L 7
8 u n r 9
S ! r H
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Die Turing - Maschine

Variante: Verwandle ,mann® in ,frau“ und vice versa

—
EERRGECTVLIDE [ SRR
| =

Die Turing - Maschine

Variante: Verwandle ,mann® in ,frau“ und vice versa

—
EEERLEENVLE L TEEEE RN

0 m f 1

a r 2
2 n a 3
6 r a 7
7 a n 8
7 n a 8
8 u u 7 Lies ,u“, schreib ,n“, Kopf €<, Gehe zu Anw. 7
8 u n 9
- i LEUPEANA

Die Turing - Maschine
Variante: Verwandle ,mann® in ,frau” und vice versa
BERRGEENALUE O TN
=

0 m f 1

a r 2
2 n a 3
6 r a 7
7 a n 8
7 n a 8 Lies ,n“, Schreibe ,,a“, Kopf 2, Gehe zu Anw. 8
8 wu u 7
8 u n 9
9 _ ! H
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0 m f 1

a r 2
2 n a 3
6 r a 7
7 a n 8 Lies ,,a“ es steht aber ,,n“ Sprung zur 2. 7. Anw.
7 n a 8
8 u u 7
8 u n 9
29 - ! H LEUPHANA

Die Turing - Maschine
Variante: Verwandle ,mann“ in ,frau“ und vice versa
L flrfau/imlajafu| [ [ [ ] ] ]

0 m f 1

a r 2
2 n a 3
6 r a 7
7 a n 8
7 n a 8
8 u u 7 Lies ,u“, Schreibe ,u”, Kopf €, Gehe zu Anw. 7
8 u n 9
9 ! H

N

LEUPHANA




00 00 N N O N

o

Die Turing - Maschine Die Turing - Maschine

Variante: Verwandle ,mann® in ,frau“ und vice versa Variante: Verwandle ,mann® in ,frau“ und vice versa
. | —
L fleafuf/mlafnfel D0 DT ] L flrlatul/mlafnful DD D]
d |
m f r 1 0 m f r 1
a r r 2 1 a r r 2
n a r 3 2 n a r 3
r a r r a r

Lies ,,a“ es steht aber ,,n“ Sprung zur 2. 7. Anw.

Lies ,n*, Schreibe ,,a“, Kopf 2, Gehe zu Anw. 8

c
c
-

I O N 00 00
O 00 00 N N O
c S
Cc o
— =
I O© N 00 00
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00 00 N N O N
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Die Turing - Maschine Die Turing - Maschine
Variante: Verwandle ,mann“ in ,frau“ und vice versa Variante: Verwandle ,mann“ in ,frau“ und vice versa
pr—
L flralul/miajaful [0 L ffrfalu/imlafnful [ ] ] ]|
—
m f r 1 0 m f r 1
a r r 2 1 a r r 2
n a r 3 2 n a r 3

r a r 7 6 r a r 7

a n r 8 7 a n r 8 Lies ,a“ es steht aber ,,n“, Sprung zur 2. 7. Anw.
n a r 8 7 n a r 8

u u L 7 Lies ,u“, Schreibe ,u”, Kopf <, Gehe zu Anw. 7 8 u u L 7

u n r 9 8 u n r 9

_ ! r H roBana S ! r H eoana
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Die Turing - Maschine

Variante: Verwandle ,mann® in ,frau“ und vice versa

LD el falulsgmlafnl [T

—]

r a r 7
a n r 8
n a r 8 Lies ,n“ Schreibe ,,a“, Kopf 2, Gehe zu Anw. 8
u u L 7
u n r 9
! r H

LEUPHANA
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Die Turing - Maschine

Variante: Verwandle ,mann® in ,frau“ und vice versa

c

LD el alul/lm il

r a r 7
a n r 8
n a r 8
u u L 7 Lies ,u“, Schreibe ,u”, Kopf €, Gehe zu Anw. 7
u n r 9
! r H
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N

00 00 N N O
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Die Turing - Maschine

Variante: Verwandle ,mann“ in ,frau“ und vice versa

c

L [f]rlalul/im]ala

So weit — so gut/schlecht......

Lies ,u“, Schreibe ,u”, Kopf €, Gehe zu Anw. 7
Diese Turing-Maschine HALT NICHT

[
c
—
T O© N 00 00

! D
- LEUPHANA Und nun? Jetzt kommt Schritt 2, denn:

Die Turing - Maschine

Fassen wir zusammen:

132
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1) Turing erfindet seine Maschine NICHT, um
Berechnungen anzustellen, die mal funktionieren oder
mal nicht.

Beispielaufgabe: Verwandle ,mann” in frau” und vice versa

EERRGEARRERGE O NN

Variante: Verwandle ,mann" in ,frau” und vice versa

mf r 1 - § - ¥
s e Ir |2 Programm beendet ‘ [T T#lr[aluls ﬁ' " ] [
n a r 3
o m f r 1

n julr |4 ! ) ; 1 a r or 2

/ r s Eine Turing-Maschine hat dann
A 6 den Beweis fiir die 2 n a r 3

m_{r Berechenbarkeit eines ... ..
roa r 7 Problems erbracht, wenn Sie zu EEERREEE o ., schreib 2%, Kopf >, Gehe zu Anw. 7
a n r 8 einem HALT kommt.
u n r 9

! r H

i s
B 8 u n r 9
9 1 r H

Man koénnte ja immer versuchen, Fehler zu vermeiden...




Die Turing - Maschine

2) Die Kernaussage in Turings Theorie lautet :

—
T MO T LI

.
0 i

. Variante: Verwandle ,mann” in ,frau®“ und vice versa

: 2 I SEREGRARAE B INEEEEE
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Es gibt keine Turing-Maschine T, die beweisen kdnnte, dass
eine andere Turing-Maschine (T‘) zu einem Halt kommt.
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Die Turing - Maschine

Zusammenfassend:

Turing erfindet die Turing Maschine um zu beweisen, dass eine Turing
Maschine niemals eine Turing Maschine ,beweisen® kann.

A
N/
its purpose, which is not thi ;ne as its ultimate influence,
) -

P

Norman Routledge (1928-2013), englischer Mathematiker und Freund Alan Turings
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Die Turing - Maschine

Beweis:
Nehmen wir an, es gabe eine Turing-Maschine T,
die beweist, das eine T falsch oder richtig lauft...
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Die Turing - Maschine

... aber kann es auch keine dritte Turing-Maschine geben, die
beweist, ob eine Turing-Maschine, die beweist, ob eine Turing-
Maschine zu einem Halt kommt, zu einem Halt kommt ...
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Die Turing - Maschine

... dann gdbe es eine unabzahlbare Zahl Turing-Maschinen beweisender Turing-
Maschinen....
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Die Turing - Maschine

... und das Ganze ware keine Turing-Maschine mehr, weil es
Uberabzahlbar ist und zu keinem HALT kommt ...
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Eine Turing-Maschine ist definiert dadurch, dass ihre Berechnung zu
einem HALT kommt. Deshalb kann keine Turing-Maschine eine
Turing-Maschine beweisen.

138 Dies ist vor allem auch (aber nicht nur) fur heutige Computerprogramme wichtig....

Die Turing - Maschine

»~Jede widerspruchsfreie formale Theorie enthalt notwendigerweise
unentscheidbare Aussagen.” (Unvollstandigkeitssatz von Kurt Gédel,
1931)

Die Mathematik kommt niemals an ihr Ende.

Emil Post: »The logical process is essentially
creative.«
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Alan Turing und die ,Turing Maschine*

i
Well, Turings ideas didn't just stop

@
LEUPHANA Wir heben zwei Punkte heraus:




Transcript des Film-Tons

Well, Turings ideas didn't just stop at the technical field of mathematics and logic. His
vision was much larger than that. And the thing, that really drove him on, was thinking;
"What is a mental process?" What is any process by which by thinking we could arrive
at any conclusion at all. What are our brains doing when we are thinking. And that was
the argument in the background, of this paper that he then wrote in 1935 and 36 and
his argument was that any mental process whatever seeming the brain works in some
definite way, it must do, it must have a mechanical basis to it. Then it must be
something which could be simulated by a Turing Machine. So he had a way of
formulating what any possible mental process must be. That was his general argument.
And that's the argument which looms large and larger in his thought and is now the
basis of his ideas about artificial intelligence. Yes, it was very surprising that Turing
could do this.
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He was a complete outsider to the field of mathematical logic. All the experts in that
field America or Germany, they had never heard of him. He was only 23. He was a no-
one the the mathematical world and yet he came up with his idea which really changed
the field; was completely accepted and is now the foundation of modern computer
science. But, why could he do this? | mean, apart from being clever. | think, the thing is,
he had his underlying fascination with the whole question of how to describe the mindk:
What the mind is.

A convoy at sea. One of the lifelines upon which the united nations war effort relies.
Obviously the worlds backoffense must be kept constantly applied with food and
materials of all kind. Admiral Dénitz and the german Navy are determined to see that
these supplies don't get through. And the U-Boot is certainly Hitlers most effective
weapon. The U-Boot infact forms one of the most powerful threads to allied victory.
The Nazi High Command was determined to avoid the repetision of the debacle of the
first world war when british intelligence routinely decoded german military signal
traffic.
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The key was an encyphering machine called Enigma. Enigma machines were produced
by the thousand and used by the entire german military system. Every U-Boot carried
one to receive operational orders. To stop the U-Boots, Enigma had to be broken.
Enigma was the most advanced enciphering device of its time. It encoded messages via
an electro-mechanical system incorporating moving wheels or rotors. A character
typed on the keyboard was send electrically and the coded equivalent was read off a
illuminated panel. The rotors change their relative position during encipherment to
scramble the patterns the codebreaker looks for. The cypher-circuits also went through
a plank-board which switched letter-pairs. Rotor and plank-board configurations were
changed at regular intervals. Sometimes daily. The codebreakers task was to identify
the start-positions of the rotors and unravel the plank-board's set-up. The difficulties
were formidable. And one can say how many different possible states were for the
machine which was in the order of 10 raised the power of 19, in other words, that is a
1 followed by 19 zeros, if my memory is correct.
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And | think the U-Boot-Enigma which had an extra wheel was more like the 10 to 22.
Approximately. That give you some idea but it doesn't give you the full idea because
clearly you couldn't possibly work through all those possibilities. That would be known
as the "british museum attack" on the system. Exhaustive attack. You have to break
down the attack in some way and of course that's what we were doing. Halfway
between Oxford and Cambridge, Bletchley Park was the headquarters of the war time
british code breaking effort. Mathematicians, chess-players, linguists, statisticians and
engineers were recruited from all over Britain. At its hight the Bletchley operation
involved ten thousand people. Alan Turing was one of the first to arrive. He was
interested in code and cyphers from school anyway and it is an amazing thing, that
after thinking about these abstract processes and methods that he was doing and
thinking about by the idea of the Turing Machine he found himself now actually
responsible for real methods in a very real world.
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In fact, the most sophisticated methods and processes that ever been thought of and
the most complicated mechanical ideas that probably ever been used and in fight
against the german Enigma machine. Turings most important contribution I think, was
part of the design of the "bomb", the crypto-analytical machine. He had the idea that
you could use in effect the theorem in logic which sounds to the untrained ear rather
absurd, namely that from a contradiction you can deduce everything. The bronze
goddesses were electro-mechanical machines set in bronze cabins. With up to 30
rotating drums equating to the rotors of 10 Enigma machines. These checked
intercepted messages at high speed against different possible encipherments. Turing
would draw up a menu of possible combinations. Then operators, like Mary Stuart.
These bombs helped break Enigma messages from late 1940 on. Well, of course, for
anyone who wanted to get on with scientific research, as Turing did, the war could
have been a just a terrible waste of time. An in some ways it must have been for Alan
Turing.
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But it gave him an awful lot in a very amazing way. You see, at Bletchley, you'd seen by
the end of the war thousands and thousands of people thousands of machines, all
working away at these special sophisticated methods. These processes that he and
other people had developed. An enormous scale. Now, what he could see, as probably
no one else could see, is, that all these different methods and processes all these
special machines could in fact be programs for one universal machine. War time code-
breaking was of course a life and death matter. Speed was everything. And towards the
end of the war, cryptoanalytic machine like the Colossus used electronics, because they
were so much faster that the older electro-mechanical systems. Turing saw, that
electronics were the key to realising his dream of a universal machine of real life
programmable computer.
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Ende der Vorlesung
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